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A. Introduction
La transformation de Laplace permet une très grande simplification des solutions mathématiques recherchées.

Les problèmes  qui sont posés en Sciences Industrielles de l’Ingénieur sont caractérisés par des fonctions du 
temps t.

La transformation de Laplace transposera ces problèmes du domaine réel fonction du temps en problèmes 
d’un domaine symbolique où la variable ne sera plus le temps t mais une variable symbolique p.

A toute fonction f(t) dans le monde réel correspondra une fonction F(p) dans  le monde symbolique. Ce passage 
du monde réel au monde symbolique est défini par la transformée de Laplace.

A.1.  Définition
On considère une fonction réelle s(t) telle que s(t) = 0 pour t < 0

On appellera transformée de Laplace L(s) la fonction S(p) telle que :


 S(p) = s(t)e− pt dt
0

+∞

∫
Cette fonction S(p) est une fonction complexe d’un variable complexe p = τ + jω

A.2. Propriétés

A.2.1. Linéarité

La transformée de Laplace est une fonction linéaire :


 L(α f + βg) =αL( f )+ βL(g)

A.2.2. Transformée de Laplace d’une dérivée et d’une primitive
A.2.2.1. Dérivée

On considère une fonction f (t) et sa transformée de Laplace L( f ) = F(p)

La transformée de Laplace de sa dérivée est :



df
dt
→ pF(p)− f (0)
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On montre que la transformée de la dérivée seconde a pour expression :



d 2 f
dt 2

→ p2F(p)− pf (0)− ʹf (0)

Dans le cas particulier fréquent où les conditions initiales sont toutes nulles, on pourra alors écrire que :




df
dt
→ pF(p)

dn f
dt n

→ pnF(p)

A.2.2.2. Primitive

On considère une fonction f (t) et sa transformée de Laplace L( f ) = F(p)

On note P(t)  une primitive de f (t)

La transformée de Laplace de la primitive de f (t)  est :


 f (t)dt∫ →
F(p)
p

+
P(0)
p

Dans le cas particulier fréquent où la condition initiale de la primitive est nulle, on pourra alors écrire que :


 f (t)dt∫ →
F(p)
p

A.2.3. Changement d’échelle


 f (kt)→ kF(p)

A.2.4.  Théorème du retard

Introduisons un retard τ , c’est-à-dire un décalage de temps, à la fonction f :

t

f (t)

t

f (t −τ )

τ

Alors la transformée de Laplace de cette fonction avec retard s’exprime par :


 f (t −τ )→ F(p)e− pτ

CI1 : Analyse globale et performances d’un systèmeCI1 : Analyse globale et performances d’un système

TRANSFORMEE DE LAPLACE COURS

Introduction Edition 3 - 30/09/2018

 


Notes

Lycée Jules Ferry - 06400 Cannes
 ats.julesferry.cannes@gmail.com
 4/9

mailto:ats.julesferry.cannes@gmail.com
mailto:ats.julesferry.cannes@gmail.com


A.2.5. Théorème de la valeur initiale

Le théorème de la valeur initiale permet de déterminer la limite lim
t→0+

f (t)  :


 lim
t→0+

f (t) = lim
p→+∞

pF(p)[ ]

A.2.6. Théorème de la valeur finale

Le théorème de la valeur finale permet de déterminer la limite lim
t→+∞

f (t)  :


 lim
t→+∞

f (t) = lim
p→0

pF(p)[ ]

A.2.7. Autres propriétés utiles


 e−at f (t)→ F(p + a)


 tf (t)→ dF
dp



f (t)
t

→ F(p)dp
0

+∞

∫

A.3. Signaux usuels

A.3.1. Echelon unité

L'échelon unité est une fonction u(t) telle que :

• u(t) = 0 pour t < 0

•u(t) = 1 pour t ≥ 0

Alors!  u(t)→U(p) = 1
p

t

u(t)

1
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A.3.2. Rampe (échelon de vitesse)

La rampe est l’intégrale de l’échelon unité. Elle est telle que :
• u(t) = 0 pour t < 0

•u(t) = vt pour t ≥ 0

Alors! u(t)→U(p) = 1
p2

A.3.3.Impulsion de Dirac (impulsion unitaire)
La rampe est cette fois la dérivée de l’échelon unité. Elle est telle que :

• δ (t) = 0 pour t ≠ 0

•δ (t) = 1 pour t ≥ 0

Alors!  δ (t)→Δ(p) = 1

A.3.4. Signal sinusoïdal

On considère un signal sinusoïdal s(t) tel que :

• s(t) = 0 pour t ≠ 0

• s(t) = sin(ωt +ϕ ) pour t ≥ 0
Alors sa transformée de Laplace vaut :


 S(p) = psinϕ +ω cosϕ
p2 +ω 2

On retiendra essentiellement les cas particuliers :


 s(t) = sinωt→ S(p) = p
p2 +ω 2


 s(t) = cosωt→ S(p) = ω
p2 +ω 2

A.3.5. Signal quelconque

Plutôt que de revenir à la définition de la transformation de Laplace,  on utilisera les  tables  de transformées  de 
Laplace (voir en annexe de ce cours). Cette table permet de déterminer la transformée de Laplace d’un signal dans le 
domaine temporel, mais également la transformée inverse.

Cette table ne contient évidemment pas  toutes les fonction, mais la décomposition en éléments  simples  de 
fractions rationnelles permettra de se ramener à des compositions simples.

t

u(t)

t

δ (t)

1
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B. Fonction de transfert (introduction)

B.1. Définition

On considère un système linéaire régi par une équation différentielle mettant en relation l’entrée e(t) du 
système et sa sortie s(t)  :


 an
dns
dt n

+ ...+ a1
ds
dt
+ a0s(t) = bn

dne
dt n

+ ...+ b1
de
dt
+ b0e(t)

La transformée de Laplace de cette équation donne :


 an p
nS(p)+ ...+ a1pS(p)+ a0S(p) = bn p

nE(p)+ ...+ b1pE(p)+ b0E(p)

Les dérivées se sont transformées en puissance nièmes de la varaible symbolique p, et on peut alors factoriser 
S(p) et E(p) :


 [an p
n + ...+ a1p + a0 ]S(p) = [bn p

n + ...+ b1p + b0 ]E(p)

soit :

! ! H (p) = S(p)
E(p)

=
[bn p

n + ...+ b1p + b0 ]
[an p

n + ...+ a1p + a0 ]

H (p) est appelée fonction de transfert du système. Il s’agit d’une fraction rationnelle de deux polynômes de 
la variable complexe p.

Cette fraction rationnelle peut ensuite se factoriser comme suit :


  H (p) =
bm (p − zm )(p − zm−1)...(p − z1)
am (p − pm )(p − pm−1)...(p − p1)

Les termes zi  qui annulent le numérateur sont appelés zéros de la fonction de transfert.

Les termes pi  qui annulent le dénominateur sont appelés pôles de la fonction de transfert.
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B.2. Exemple d’application

B.2.1. Mise en situation et équations dans le domaine réel

On considère le circuit électrique ci-contre. On 
applique en entrée une rampe e(t) = 3t , et on 
cherche à déterminer l’expression de la sortie s(t)

Ce système est régi par les équations suivantes :



e(t) = Ri(t)+ s(t)

i(t) = C ds
dt

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

 soit :
 RC ds

dt
+ s(t) = e(t)

B.2.2. Equations dans le domaine symbolique et fonction de transfert

Ecrivons cette équation dans  le domaine symbolique, en notant S(p) et E(p) les transformées de Laplace de 

s(t)  et e(t)  :

 RCpS(p)+ S(p) = E(p)
D’où on tire l’expression de la fonction de transfert de ce système :


 H (p) = 1
RCp +1

B.2.3. Résolution de l’équation

L’entrée appliquée est une rampe, qui a pour transformée de Laplace E(p) = 3
p2

On en déduit alors l’expression de S(p) : 


 S(p) = H (p)E(p) = 3
p2 RCp +1( )

Or la  table des transformées de Laplace indique que la transformée inverse de U(p) = 1
p2 p + a( )

 est 

s(t) = t − 1
a
+
e−at

a
.

D’où l’expression de s(t) recherchée :
 s(t) = 3 t
RC

−1+ e
−
t
RC⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

R

Le(t) s(t)

t

e(t)
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C. Table des transformées de Laplace

Fonction temporelle
(Domaine réel)

Transformée de Laplace
(Domaine symbolique)

u(t) = 1 U(p) = 1
p

v(t) = kt U(p) = k
p2

s(t) = t n U(p) = n!
pn+1

s(t) = e−at U(p) = 1
p + a

s(t) = te−at U(p) = 1
p + a( )2

s(t) = 1− e−at U(p) = 1
p p + a( )

s(t) = e−at − e−bt U(p) = b − a
p + a( ) p + b( )

s(t) = t − 1
a
+
e−at

a
U(p) = 1

p2 p + a( )

s(t) = 1= b
a − b

e−at − a
a − b

e−bt U(p) = ab
p p + a( ) p + b( )

s(t) = 1− e−at − ate−at U(p) = a2

p p + a( )2

s(t) = sinωt U(p) = ω
p2 +ω 2

s(t) = cosωt U(p) = p
p2 +ω 2

s(t) = e−at sinωt U(p) = ω

p + a( )2 +ω 2

s(t) = e−at cosωt U(p) = p + a
p + a( )2 +ω 2
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