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A. Introduction

La transformation de Laplace permet une trés grande simplification des solutions mathématiques recherchées.

Les problemes qui sont posés en Sciences Industrielles de I'lngénieur sont caractérisés par des fonctions du
temps t.

La transformation de Laplace transposera ces problémes du domaine réel fonction du temps en problémes
d’un domaine symbolique ou la variable ne sera plus le temps t mais une variable symbolique p.

A toute fonction f(t) dans le monde réel correspondra une fonction F(p) dans le monde symbolique. Ce passage
du monde réel au monde symbolique est défini par la transformée de Laplace.

A.l. Définition

On considére une fonction réelle s(¢) telle que s(¢) =0 pour t <0

On appellera transformée de Laplace L(s) la fonction S(p) telle que :

S(p) = fo+°°s(t)e-m dt

Cette fonction S(p) est une fonction complexe d’un variable complexe p =T + jw

A.2. Propriétés

A.2.1. Linéarité
La transformée de Laplace est une fonction linéaire :
L(af +pg)=aL(f)+BL(g)
A.2.2. Transformée de Laplace d’une dérivée et d’une primitive
A.2.2.1. Dérivée

On considére une fonction f(¢) et sa transformée de Laplace L(f)= F(p)

La transformée de Laplace de sa dérivée est :

b s pF(p)-
o~ PF(p) = f(0)
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On montre que la transformée de la dérivée seconde a pour expression :

dzf
dt?

— p’F(p)- pf(0)- f'(0)

Dans le cas particulier fréquent ou les conditions initiales sont toutes nulles, on pourra alors écrire que :

a
” pF(p)

n

dt"

— p"F(p)

A.2.2.2. Primitive
On considére une fonction f(¢) et sa transformée de Laplace L(f)= F(p)

On note P(t) une primitive de f(¢)

La transformée de Laplace de la primitive de f(¢) est:

), PO)

dt —
[/(D)at ;

Dans le cas particulier fréquent ou la condition initiale de la primitive est nulle, on pourra alors écrire que :

[rad -2
p

A.2.3. Changement d’échelle
f(kt) = kF(p)
A.2.4. Théoréme du retard

Introduisons un retard T , c’est-a-dire un décalage de temps, a la fonction f :

AQ) f-1)

> [ > 1
T

Alors la transformée de Laplace de cette fonction avec retard s’exprime par :

ft-t)—=F(p)e"”
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A.2.5. Théoréme de la valeur initiale

Le théoréme de la valeur initiale permet de déterminer la limite lim f(¢) :
t—0"

lim £()= lim [ pF(p)]

A.2.6. Théoréme de la valeur finale

Le théoréme de la valeur finale permet de déterminer la limite lim f(¢) :
t—>+00
lim (1) = lim[ pF(p)]
A.2.7. Autres propriétés utiles

e f(t)—=F(p+a)

d
O d—g

f@) =
=, F(pdp
A.3. Sighaux usuels

A.3.1. Echelon unité

u(t) 4 L'échelon unité est une fonction u(t) telle que :
Lu()=0pourt<0
1 u()=1pourt=0
1
> ! Alors  |u(t)—=U(p)=—
p
Notes

Lycée Jules Ferry - 06400 Cannes ats.julesferry.cannes@gmail.com



mailto:ats.julesferry.cannes@gmail.com
mailto:ats.julesferry.cannes@gmail.com

CI1 : Analyse globale et performances d’un systéme

TRANSFORMEE DE LAPLACE COURS
Edition 3 - 30/09/2018

Introduction

A.3.2. Rampe (échelon de vitesse)
La rampe est I'intégrale de I’échelon unité. Elle est telle que :

u() . u(t)=0pourt<0
Ju(t)=vtpourt=0

1
Alors |u(t) = U(p)=—
t 14

A 4

A.3.3.Impulsion de Dirac (impulsion unitaire)
La rampe est cette fois la dérivée de I’échelon unité. Elle est telle que :
°® .O0(t)=0pourt=0
1 O@)=1pourt=0

Alors 16(t)— A(p) =1

\ 4
~

A.3.4. Signal sinusoidal
On considére un signal sinusoidal s(¢) tel que :
. s(t)=0pourt=0

. s(t)=sin(wt + @) pour t =0

Alors sa transformée de Laplace vaut :

psing + w cos@
p2 + wZ

S(p)=

On retiendra essentiellement les cas particuliers :

s(t)=sinwt = S(p) = %
p +w

s(t)=coswt —= S(p)= %
p +w

A.3.5. Signal quelconque
Plutét que de revenir a la définition de la transformation de Laplace, on utilisera les tables de transformées de
Laplace (voir en annexe de ce cours). Cette table permet de déterminer la transformée de Laplace d’un signal dans le

domaine temporel, mais également la transformée inverse.
Cette table ne contient évidemment pas toutes les fonction, mais la décomposition en éléments simples de
fractions rationnelles permettra de se ramener a des compositions simples.

Lycée Jules Ferry - 06400 Cannes ats.julesferry.cannes@gmail.com



mailto:ats.julesferry.cannes@gmail.com
mailto:ats.julesferry.cannes@gmail.com

CI1 : Analyse globale et performances d’un systéme

TRANSFORMEE DE LAPLACE COURS

Fonction de transfert (introduction) Edition 3 - 30/09/2018

B. Fonction de transfert (introduction)

B.l. Définition

On considére un systéme linéaire régi par une équation différentielle mettant en relation I'entrée e(¢) du

systéme et sa sortie s(7) :

d"s ds d'e
a +..+a—+a,s(t)=b
" dt" Y dr 3=,

+..+b % +b,e(t)

n

La transformée de Laplace de cette équation donne :
a,p"S(p)+ ...+ a,pS(p)+a,S(p)=b,p"E(p)+ ...+ b pE(p) + byE(p)

Les dérivées se sont transformées en puissance niemes de la varaible symbolique p, et on peut alors factoriser
S(p)et E(p):

la,p"+..+a,p+a,|S(p)=[b,p" +...+b,p+b,1E(p)

soit :

_ S(p) _ [b,p" +...+bp+b,]
E(p) la,p"+..+ap+a,]

H(p)

H (p) est appelée fonction de transfert du systéme. Il s’agit d’une fraction rationnelle de deux polynémes de

la variable complexe p.

Cette fraction rationnelle peut ensuite se factoriser comme suit :

H(p)= Lo =8P =2,)-AP~2)
a,(p-p,)p-p,.)-(p=-p)

Les termes z, qui annulent le numerateur sont appelés zéros de la fonction de transfert.

Les termes p; qui annulent le dénominateur sont appelés péles de la fonction de transfert.
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B.2. Exemple d’application

B.2.1. Mise en situation et équations dans le domaine réel

R

On consideére le circuit électrique ci-contre. On
applique en entrée une rampe e(t) = 3t , et on e(t)

F N
e(t) () —— L| s(t) cherche & déterminer I’expression de la sortie s(#)

Ce systéme est régi par les équations suivantes :
e(t)=Ri(t)+s(@) d
s
ds soit: RC—+s(t)=e(t)
— dt
dt
B.2.2. Equations dans le domaine symbolique et fonction de transfert

i(t)=C

Ecrivons cette équation dans le domaine symbolique, en notant S(p) et E(p) les transformées de Laplace de
s(t) ete(t) :
RCpS(p)+S(p)=E(p)
D’ou on tire I’expression de la fonction de transfert de ce systéeme :

1
H(p)=——
P RCp +1
B.2.3. Résolution de I’équation
3
L’entrée appliquée est une rampe, qui a pour transformée de Laplace E(p) = —
p

On en déduit alors I'expression de S(p):

S(p)=H(p)E(p)= m

1

— est
p’(p+a)

Or la table des transformées de Laplace indique que la transformée inverse de U(p)=

—at

1
s(t)y=t-—+5—.
a a

t ¢ )
D’oll I'expression de s(t) recherchée : s(t) = 3[\ RC —-l+e RCJ
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Annexe : Tables des transformées de Laplace

C. Table des transformees de Laplace

Fonction temporelle Transformée de Laplace
(Domaine réel) (Domaine symbolique)
1
ut)=1 Ulp)=—
4
k
v(t) = kt Ulp)=—
p
!
st)=t" Ulp)=—1
1
s(t)=e" U(p)=
p+a
U(p)-—
s(t)=te (p+a)2
I—e U(p) = ——
N=1- at =
s(t) e p(p+a)
b-a
- p @ _ -bt U =
s(t)y=e e (p) (p+a)(p+b)
1 e“ 1
H=t-— U(p)=
s@) a " a p’ (P + a)
b a ab
£) = 1 — -at _ -bt U( ) =
$(0) a—be a—be b P(P"‘a)(P"‘b)
a2
st)=1-e“ —ate™ U(p)= 3
p(p+a)
W
s(t) = sinwt Up)=—7—>
p +w
__p
s(t) = coswt U(p)=— >
p +w
w
_ oA U ) =
s(t)=e “sinwt (p (p+a)2+a)2
p+a
e U(p)=
s(t) = e™“ coswt p (p+a)2+a)2
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