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Interpolation polynomiale de Lagrange
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1 Interpolation de Lagrange

En analyse numérique, les polyndmes de Lagrange (du nom de Joseph-Louis Lagrange), permettent
d'interpoler une série de points par un polynbme qui passe par ces points (appelés aussi nceuds).
On obtient alors une fonction continue a partir d'un échantillon de valeurs [1].

10 e & linéaire 100 4 AT @ |inéaire
L s x) aze | Vil Y sin{w.x)
A N === Lagrange # N === Lagrange
i ) L ]
05 o N 0.50 - \
1y 'IL.' L Y
s A 025 / \
i Y Ir-‘ '\\
14
0.0 ‘1,. ;. 0004 @ i /.
¥
W ' \ /
; -0.25 1 \ /
=05 8 : 050 ‘\\ ‘/
L 7 - -
.\"- . g l! r“
wn -0.75 4 N'\--. e
=10 4 =~ % #
T T T T T T -l OD t.--._,"‘
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 010 : . . - : : !
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 010
Interpolation a partir de 5 points Interpolation a partir de 11 points

Figure 1 : Interpolation de sin(w. x) avec w = 2m/10

Les polyn6mes de Lagrange associés aux points sont les suivants [2] :
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k=0 jc+i i k i 0 i i-1 i i+1 i n
ou xo,..., X, ..., X, SONt N+1 points d'abscisses x;, distincts deux a deux.

Propriétés :

* [, estdedegrén

* Lxp=1

e L) =0sik=i

On montre que le polynéme L(X) suivant, basé sur les polynémes de Lagrange, est le seul polynéme de

degré au plus n a passer par tous les points

LOO = D yiliX) = Yolo@) + -+ Yily () + -+ Yl (X)
i=0

ou y; sont les ordonnées des n+1 points d'abscisses x; associées aux polynémes [; (X).
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2 Convergence de l'interpolation de Lagrange

Pour un intervalle d'abscisse [a,b] avec n+1 points équirépartis, on montre que l'erreur e(X) faite avec le
polyndme de Lagrange est majorée par I'expression suivante :
(b — a)™ Mpy4
4n"t1(n+1)
ou M, estle majorant de la dérivée f ™+ (x) (dérivée (n+1)° de f(x)).

e(X) <

En pratique, cette erreur e(X) diminue avec n pour la plupart des fonctions.

Certaines fonctions ne convergent pas lorsque n augmente (Figure 2 a gauche) [3].
Une solution est de réduire l'intervalle [a,b] et en faisant ainsi des interpolations par morceaux (Figure 2 a
droite) [4].
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Figure 2 : Exemple de fonction singuliere pour laquelle la fonction ne converge pas avec n (effet de Runge)

3 Implémentation des polynémes par des listes

Dans la suite, on choisit d'écrire les polyndmes en X (comme en mathématiques).
Pour représenter un polynéme en python, on utilise des listes contenant les coefficients du polynéme.

L'organisation par ordre décroissant des puissances de X pour ces coefficients est une solution répandue
(c'est le cas des logiciels multiphysique Matlab et Scilab et de la bibliotheque scipy qui contient une
fonction interpolate.lagrange modélisant les polynémes de Lagrange).
L'indice i du coefficient est alors associé a la puissance len(P)-1-i mais :

 cette disposition correspond & l'organisation des chiffres dans les nombres : a,X* + a; X + a,

» permet d'évaluer le polyndme par la méthode de Horner (a, X + a,) X + a, qui permet d'évaluer le

polynédme avec une efficacité linéaire (I'efficacité est quadratique si on évalue successivement les
puissances de X).

P1(X)=0.007«*X+1 = L1=[0.007,1]
P2(X)=X2+4 > L2=[1,0,4]
Remarque :

» Une convention de tri décroissante des coefficients dans la liste est possible et permet d'associer
directement l'indice i du coefficient a la puissance i associée.

* le passage d'une convention a lautre peut s'obtenir par linstruction L1[::-1] qui renvoie les
coefficients en ordre inverse de L1.
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3.1 Opérations sur les polynémes

3.1.1 Degré du polyn6me
Le degré du polynéme s'obtient par len(L1)-1 a partir du nombre d'élément de la liste L1 qui le représente.

In [1]:L1 =[0.007 , 1] # associé a P1(X) = 0.007*X + 1
In [2] : len(L1)-1
Out[2]: 1 # c'est bien le degré de P1(X)

Remarque : la taille de la liste n+1 est égale au nombre de points n+1 utilisés lors de l'interpolation.

3.1.2 Valeur du polynéme au point x quelconque

ﬁefvaleur(P,xa): \

"'Renvoie la valeur s (flottant) du polynéme P(X) au point d'abscisse xa.
P : liste des coefficients classés par ordre décroissant du polyn6me associé.

xa : flottant.
s=0
n =len(P)
foriin range(n): # parcours des indices de la liste par ordre décroissant des puissances
s = s*xa + P[i] # méthode de Horner : a,X* + ¢, X + ag=(a, X +a;) X + a,
\return s /
In [1] : valeur(L1,2) # L1 associé a P1(X) = 0.007*X + 1
Ouf[1]:1.014 # c'est bien la valeur de P1(1)=0.007*2+1
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3.1.3 Polynéme de Lagrange

s X- X- X—x;_ X-x; X—-
Il s'agit de calculer :Py(X) = M=o iy k=m0 S, L, S
k

Xi—Xo Xi—Xj-1 Xi=Xj4+1 Xi—Xp

Initialisation du polynéme par P;(X) = X0 - 1 x4 T 3= [0,...,0,1/(X[i]-x[K]) ,-x[K)/(x[i]-x[K])]

X=Xk X=Xk X=Xk

ltérations suivantes : P;(X) = P;(X) * ( 1x X+ ‘_xk)
Xi—Xk i
- On effectue le produit Li * et on lui ajoute L|*X* sachant que Li*X s'obtient en décalant

les coefficients de Li d'un |nd|ce vers la gauche (pour assurer ce décalage, on compte le nombre
d'itérations ¢ qu'il reste a faire et on extrait Li[c:] que I'on affecte a Li[c-1:-1])

def PLi (x,i):
"'Renvoie le polynéme de Lagrange Li (liste décroissante de ses coefficients) construit a partir
de la liste x des abscisses et pour la i° valeur de x."

n = len(x)
Li = np.zeros(n,float)
c =n-1 # il faut effectuer n-1 produits puisqu'on enléve k=i des abscisses x
for k in range(n):
if il=k and c==n-1: # affectation de Li lors de la 1° itération

Li[n-2] = 1/(x[i]-x[K])
Li[n-1] = -x[K]/(X[i]-x[K])

c=c-1
elif i'=k: # produit par le terme a,.X + a, uniquement si il=k
Li[c-1:-1] = Li[c:] / (x[i]-x[k]) + Li[c-1:-1] * (-x[k]/(x[i]-x[k])) #Li"(a;. X + ag)
Li[n-1] = Li[n-1] * (-x[K)/(x[i]-x[k])) # Li[n-1] = a,
c=c-1
return Li

3.1.4 Interpolation de Lagrange

Geflag(x,yr \

"'Renvoie le polynéme d'interpolation L passant par tous les points d'abscisses x et d'ordonnées .
x et y: 2 listes de méme taille définissant les points de passage du polynéme d'interpolation.
L : liste des coefficients du polynéme classés par ordre décroissant.”
n=len(x)
L = np.zeros(n, float)
foriin range(n):
Li=PLi(x,i)
L =L + y[i]*Li

\retu rn L /

Complexités : la complexité de génération du polynbme de Lagrange est quadratique o(n?) puisque dans
la boucle de la fonction lag() on fait appelle a la fonction PLi() elle-méme linéaire o(n). L'algorithme sera
lent pour générer le polynbme si le nombre n de valeurs devient grand (y[i]*Li peut aussi étre en o(n)).
L'évaluation du polynéme est linéaire o(n) avec la méthode de Horner.
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