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La méthode d'Euler est une méthode d'intégration numérique des équations différentielles. 

 

Applications et limitations : 

• logiciels de résolution numérique de modèles faisant intervenir des problèmes différentiels, 

• résolution numérique d'équations que l'on ne sait pas résoudre (équations différentielles non 

linéaires par exemple) mais qui peuvent s'écrire sous la forme d'un problème de Cauchy : 

y(t0) = y0 (condition initiale) 

y'(t) = F(t,y(t)) (transitoire : équation différentielle du 1er ordre) 

où y(t) et y0 sont des flottants. 

1 Principe de la méthode d'Euler pour un problème du 1er ordre 

Numérisation du problème : 

• le temps est discrétisé : paramètres du solveur 

o sur une durée d'étude: tmax  

o avec un pas de temps fixe : h  

Remarque : nous n'étudierons qu'un pas de temps fixe mais certains algorithmes 

utilisent un pas de temps variable optimisé à chaque itération pour que les 

variations soient comprises dans un intervalle défini. 

o on en déduit le nombre d'itération à prévoir : N = int ( tmax/h ) 

o une liste T contient les instants tk chronologiques et 

séparés chacun du pas de temps h. 

• une liste Y contient les valeurs successives yk de y(t) associée à 

l'instant tk. 

• une fonction F(y,t) renvoie la valeur de la dérivée y' à partir des 

valeurs associées de y et de t (cette fonction traduit 

numériquement l'équation différentielle). 

 

Exemple : charge d'un condensateur de 0V à Uo=6V :  �. � ���� + ���� = 
�       avec � = 0,1�. 

# paramètres du solveur  (avec t0=0) 

tmax = 1  # durée de calcul réglée à 10 � 

h = 0.01  # h est le pas de temps en s 

N = int ( tmax/h )  # nombre d'itérations (entier) à prévoir  

 

# l'équation différentielle conduit à l'expression suivante de la dérivée de ����  :  ���, �� = ����

�
 

def F(t,v)  :  

        return  (6-v)/0.1 

Remarque : l'expression de F(t,v) ne fait pas intervenir t pour un équation différentielle linéaire 

à coefficients constants. Dans ce cas, on peut définir une fonction à une seule variable F(v) ou 

garder une fonction à 2 variables pour rester compatible avec le cas général. 
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• la méthode de résolution à venir utilisera les variables suivantes : 

o liste des instants tk : T = [0,  0.01,  0.02 ,…,0 .09,1]   

o liste des valeurs yk associées : 

 initialisée par Y = [ 0 ] * (N+1) car la tension initiale du condensateur est nulle  

et les autres termes sont initialisées à cette valeur, 

 les valeurs suivantes de Y sont obtenues par intégration de ���, ��. 

 

On distingue 2 méthodes d'intégration : 

• méthode d'Euler explicite : intégration par la méthode des rectangles à gauche  

• méthode d'Euler implicite : intégration par la méthode des rectangles à droite 

1.1 Euler explicite 

Méthode d'Euler explicite  

(méthode d'intégration par les rectangles à gauche) : 

���� = �� + � ∗  �!�, ��� 
 

 

 

 

 

 

Algorithme Euler(F,t0,y0) 

    T← [0] * (N+1) 

    Y← [�%] * (N+1) 

    Pour k variant de 0 à N-1 Faire 

        Y [k+1] ← Y[k] + h*F( T[k], Y[k] ) ] 

        T[k+1] ← T[k] + h  

    Fin Pour 

    Renvoyer [T,Y] 

Fin Algorithme Euler 

 

 

 

Remarque : en début de programme on a importé pyplot : 

import matplotlib.pyplot as plt 

 

1.2 Euler implicite 

Méthode d'Euler implicite  

(méthode d'intégration par les rectangles à droite) : 

���� = �� + � ∗  �!���, �����  
 

Cette méthode s'appelle implicite car elle nécessite une résolution 

numérique pour évaluer  ���� (pas d'expression explicite). 

  

h 

erreur numérique pente 

 ��� , !��

��  

���� 

��  ���� 

def Euler ( F , y0 ) : 

    T = [ 0 ] * (N+1) # N affecté dans le corps du programme 

    Y = [ y0 ] *(N+1) # liste des valeurs solutions 

    for k in range (N) : 

        Y[k+1] = Y[k] + h*F( T[k], Y[k] )  

        T[k+1] = T[k] + h 

    return [ T , Y ] 

 

T , V = Euler ( F, 0 ) 

plt.plot( T , V ) 

plt.show() 
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1.3 Impact du pas de temps sur la convergence 

Le pas de temps h doit être : 

• suffisamment petit pour limiter l'erreur due à l'intégration numérique et/ou permettre la 

convergence de l'algorithme, 

• suffisamment grand pour limiter le temps de calcul (voire le cumul des erreurs d'arrondis). 

 

 

En pratique, on peut évaluer la constante de temps à partir de la résolution analytique d'un problème 

simplifié.  

1.4 Performances comparées des 2 algorithmes 

Euler explicite est plus rapide à converger. La méthode d'intégration explicite est celle par défaut. 

Euler implicite est plus stable (donc un peu plus lent à converger). On fait appel à cet algorithme 

lorsqu'Euler explicite ne converge pas (problème à forte pente : choc, vibration…). 

 

 

 

 

Résolution d'un ordre 1 : 

- constante de temps : � = 0,3�  

- pas de temps : ℎ = 0,1� 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque : la méthode d'Euler explicite se rencontre dans les logiciels de calcul numérique sous 

l'appellation Runge-Kutta 1 (RK1). Il existe des variantes plus performantes (RK4…). 

 

  

h=0,03s << �=0.3s h=0,3s ≈ �=0.3s h=0.9 s > �=0.3s 

h suffisamment petit : 

bonne convergence. 

h un peu trop grand : 

l'algorithme converge mais 

avec une erreur numérique 

significative sur le transitoire. 

h trop grand : 

L'algorithme ne converge pas 

(voire diverge). 
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2 Méthode d'Euler pour un problème d'ordre 2 

2.1 1ère méthode : fonction intermédiaire 

Dans le cas d'une équation différentielle d'ordre 2, on se ramène à un système d'équations différentielles 

d'ordre 1 en faisant intervenir une fonction intermédiaire : *��!� = �′�!� 
 

Exemple : tension aux bornes d'un condensateur (équation d'ordre 2) 

• Conditions initiales (à l'instant initial �% = 0) : 

o tension initiale : ,% = 6V  

o courant initial nul : donc ,��0� = �

-
. .�0� = 0 

• Transitoire par la loi des mailles : ,����� = − 0

1
,���� − �

1-
,��� 

avec = 3302 , 3 = 0.68 ∗ 10�6� et  L=0,1H. 

 

On pose 7′�!� = *7�!�  et donc ,′′��� =  8,′���. 
 

On se retrouve avec 2 équations d'ordre 1 à intégrer : 

• 8,���� = − 0

1
8,��� − �

1-
,���     (a) 

• ,� = 8,���                                 (b) 

 

  # Paramétrage du solveur 

tmax = 0.006  # durée de calcul d'environ 3 périodes car 9� = 2;√=3 ≈0.002 s 

h = 6e-6  # h est le pas de temps en s 

N = int ( tmax/h )  # nombre d'itérations à prévoir  

 

# Equation différentielle (a)  ; l'équation différentielle (b) s'obtient directement par l'instruction dU[k] 

def Fa(u : float , du : float) -> float : # on a supprimé la variable temps inutile 

return -330/0.1 * du - 1/(0.1*0.68e-6) * u 

 

# Intégration par Euler explicite 

def Euler_2( F, y0, dy0 ) : 

T   = [ 0 ] * (N+1) 

dY = [ dy0 ] * (N+1) 

Y   = [ y0 ] * (N+1) 

for k in range(N) : 

    dY[k+1] = dY[k] + h * F(Y[k],dY[k]) # intégration de (a) 

    Y  [k+1]  =  Y[k] + h * dY[k]   # intégration de (b) 

    T  [k+1]  =  T[k] + h 

return T, Y 

T , U = Euler_2( Fa , 6 , 0) 

 

 # Tracé de l'évolution de la solution u(t) 

plt.plot (T,U) 

plt.show() 
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2.2 2e méthode : vectorisation d'un problème différentiel d'ordre 2 

Avec l'utilisation de tableaux (array de la bibliothèque numpy par exemple), on peut également se ramener 

à un problème d'ordre 1 en conservant une fonction vectorielle Euler_1() similaire à celle manipulant des 

scalaires. Cela s'appelle la vectorisation des fonctions. 

 

En posant dy(t) = y'(t), on définit ainsi: 

• un tableau Y = [ [yo,dyo] , [y1, dy1],…,[yk,dyk]…] où les lignes sont respectives aux instants tk 

o dont la valeur initiale Yo= [ yo, dyo ] est la 1ère ligne 

o dont la solution sera la 1ère valeur de chaque ligne Y[:,0] 

• la fonction F(t,y) doit renvoyer cette fois un vecteur Yk' = [ dyk , dyk' ]. 

On retrouve alors une équation différentielle sous la forme Y' = F(t,y). 

 

Exemple : tension aux bornes d'un condensateur (équation d'ordre 

2) 

• Conditions initiales (à l'instant initial �% = 0) : 

o tension initiale : ,% = 6V  

o courant initial nul : donc ,��0� = �

-
. .�0� = 0 

• transitoire modélisé par :  

o  8,���� = − 0

1
8,��� − �

1-
,���     (a) 

o ,� = 8,���                                 (b) 

import numpy as np 

# Paramétrage du solveur 

tmax = 0.006  # durée de calcul d'environ 3 périodes car 9� = 2;√=3 ≈0.002 s 

h = 6e-6  # h est le pas de temps 

N = int ( tmax/h )  # le nombre d'itérations doit être un entier  

 

# fonction F : équation différentielle 

def F (t :float ,YK : np.array) -> np.array : 

        yk   = YK[0] # récupération de y(tk) : 1ère ligne de YK 

        dyk = YK[1] # récupération de y'(tk) : 2e ligne de YK 

        return np.array( [ dyk , -330/0.1*dyk-1/(0.1*0.68e-6)*yk ] ) # on renvoie la dérivée issue de l'équadiff 

 

# Intégration par Euler explicite 

def Euler_1(F, Y0) : 

    T = np.zeros( N+1 , float)   # création d'un vecteur des instants à N+1 valeurs 

    Y = np.zeros(( N+1 , 2 ) , float) # création d'un tableau des solutions à N+1 lignes de 2 valeurs 

    Y[0] = Y0    # affectation des conditions initiales (valeur initiale et dérivée) 

    for k in range (N) : 

        Y[k+1] = Y[k] + h*F( T[k], Y[k] )  # integration 

        T[k+1] = T[k] + h 

    return [ T , Y [:,0 ] ] # la solution est la première valeur  

# de chaque itération donc de chaque ligne 

T , U = Euler_1(F,[6,0]) 

 # Tracé de l'évolution de la solution u(t) 

plt.plot ( T , U , 'r-') 

plt.show() 


