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1 Clustering (segmentation)  

L’algorithme auquel nous nous intéressons est un algorithme de « clustering ». 

 

Il s’agit d’effectuer des regroupements parmi les données, en fonction de similitudes. C’est un processus que 

nous employons nous même naturellement.  

 

Exemple : observer les images et déterminer des groupes d’entités similaires ? Combien ? 

 
 

L'algorithme des k-moyennes consiste justement à associer les étiquettes aux données à partir d'un nombre 

de clusters identifiés (pour l'exemple : 1 ou 2). 

 

Il s’agit d’apprentissage non supervisé : Les données utilisées n’ont pas été scindées en différents groupes 

avant l’utilisation par le programme. C’est le programme lui-même qui identifie les similitudes et effectue les 

regroupements.  

Ceci est à opposer à l’apprentissage supervisé pour lequel on fournit au programme des jeux de 

données scindés en groupes, et identifiés au moyen de labels. 

2 Principe de l’algorithme k-moyennes (k-mean) 

Soit un jeu de données à deux paramètres, que nous pouvons représenter sur un graphe à deux dimensions :  

 
Les clusters sont les regroupements de points qui apparaissent (dans l'idéal ces regroupements sont 

nettement distincts) et dont les données ont des similitudes. 

 

Le centroïde est le barycentre des points constitutifs du cluster. 
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L’algorithme des k-moyennes détermine la position des k centroides par itération depuis des positions 

initiales arbitraires (k est un superparamètre défini à l'avance) : 

 

1Déterminer les clusters pour chaque centroïde :  

• calculer les distances de chaque donnée aux centroïdes 

• la donnée est alors rattachée au cluster dont le centroïde est le plus proche 

2Déterminer les centroïdes (barycentres des points du cluster) pour les nouveaux clusters. 

 

Conditions d'arrêts des itérations:  

• Dépassement du nombre d’itérations Nmax au-delà duquel, on estime que l'algorithme ne converge 

pas (cette valeur est imposée avant le lancement du calcul), 

• Evolutions des positions des centroïdes entre 2 itérations inférieures à un seuil E.  

 

2.1 Propriétés de convergence de l'algorithme des k-moyennes 

Rapidité : 

La complexité de l'algorithme est en ���.�. �� � ���� 

 où N est le nombre de points dont on doit calculer la distance aux centroïdes, 

  car le nombre de clusters � ≪ � et le nombre de paramètres (ou coordonnées) � ≪ �. 

Cela en fait un des algorithmes de recherche de cluster les plus rapides. D'autres algorithmes qui déterminent 

le nombre de clusters sont en o(n²). 

 

Convergence vers la solution optimale 

La stabilité des centroïdes qui conduit à l'arrêt de l'algorithme ne garantit pas que l'algorithme a effectivement 

convergé vers les clusters optimaux. 

 

Cet algorithme est notamment sensible aux conditions initiales.  

Pour éviter la convergence vers les pires configurations on initialise les centroïdes en les espaçant au 

maximum. 

Une autre solution est d'effectuer plusieurs exécutions avec des positions aléatoires différentes pour les 

centroïdes initiaux. 

2.2 Nombre k de clusters pour l’algorithme des k-moyennes 

Dans de nombreux exemples de clustering, le nombre de dimensions des données est trop important pour être 

représentables sur un graphique.  

On ne peut pas donc pas identifier préalablement le nombre de clusters. 

 

Détermination empirique du nombre de cluster optimal k (méthode du coude ; elbow en anglais) 

En incrémentant k, on détermine la distance inter-classe = somme des variances SV (écarts entre les 

centroïdes Ci et les points Pi,j de son cluster) : 

 

�� � 
 
 ����������� , ��,���
�

�
���  
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Lorsque la courbe SV(k) tend à se stabiliser (voir la courbe suivante), on estime que le nombre optimal k est 

atteint.  

Son augmentation depuis ce coude de la courbe ne permet pas de faire diminuer significativement la distance 

inter-classe.  

 

Exemple : Distance inter-classe pour des données relatives à 3 espèces de pingouins : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La méthode Elbow conduirait à ne distinguer que 2 classes de pingouins. 

Soit on force une résolution avec k=3, soit il convient de trouver d'autres paramètres 

susceptibles de distinguer de façon plus nette ces espèces. 
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3 Implémentation informatique 

3.1 Structures de données 

• Les données sont implémentées informatiquement par une liste de liste.  

Ainsi, un jeu de données  � !"#,# "#,$ … "#,&"$,# "$,$ … "$,&… … … …"',# "',$ … "',&
(  à de )  observations sur �  paramétres sera 

implémenté par la liste suivante : * � + , "#,# , "#,$ , … , "#,&-, , "$,# , "$,$ ,… , "$,&-, … , , "',# , "',$ , … , "',&-. . 
• Les centroïdes sont implémentés par la liste de leurs coordonnées. Ainsi pour un problème à � 

paramètres, un centroïde /0  sera implémenté par la liste /1 � ,20,# , 20,$ , … , 20,& - . L’ensemble des � 

centroïdes est contenu dans la liste de listes / � 3/1, /2, … , /�6. 
3.2 Evaluation de la distance entre les points et les centroïdes  

La méthode repose notamment sur l’évaluation de la distance entre les points du jeu de données et les 

centroïdes.  

Pour des données numériques, on utilise la distance euclidienne : 

 

Soient un centroïde /  dont les paramètres associés sont �2$ , 27 , … , 2&�, et le point 8  dont les paramètres 

associés sont ��$ , �7 , … , �&�, on note " la distance euclidienne entre 8 et / définie par : 

 � � 9��� : ;��� < ��� : ;��� < ⋯ < ��; : ;;��  
 

 

def distance(c,p) : 

    d2=0 

    for i in range( len(c) ) : 

        d2 = d2 + (c[i]-p[i] )**2 

    return d2**0.5 

3.3 Recherche du minimum 

A partir de la liste des k distances Ld entre d'un point donné et les k centroïdes, il est nécessaire d'identifier 

l'indice de la distance minimale qui sera le nouveau centroïde du point. 

 

def mini (Ld) : 

    k = len(Ld) 

    m=0 

    for i in range(k) : 

        if Ld[i]<m :  

            m=i 

    return i 
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3.4 Calcul d'un nouveau centroïde 

A partir des données X et de l'étiquette y, on peut calculer le nombre de points respectifs Np[j] pour chacun 

des centroïdes C[j] et renvoyer le centre de gravité des nouveaux barycentres (pondération unitaire de chaque 

point). /3>6 � $?&3@6 ∑ *316?&3@6B$0�#    # somme des vecteurs ayant l'étiquette j=y[i] 

 

def barycentres(X,y,k) : 

    p = len(X[0]) 

    C = np.zeros((k,p),float) 

    Np= np.zeros((k),int) 

    N = len(X) 

    for i in range(N) : 

        Np[y[i]] += 1 

        C[y[i],:] = C[y[i],:] + X[i,:] # somme vectorielle 

    for i in range(k): 

        C[i] = C[i] / Np[i]  # division du vecteur par un entier 

    return C 

 

3.5 Evolution des centroïdes 

Il faut : 

• stocker la matrice des centroïdes C dans une matrice Co en cassant le lien d'alias, 

• calculer les distances entre les k centroïdes de C et les k centroïdes de Co, 

• la plus grande de ces distances doit être inférieure à un seuil tol pour que l'algorithme se termine 

 

def copie(T): 

    N,p = T.shape 

    Tc = np.zeros( (T.shape) , float ) 

    for i in range(N) :  

        Tc[i,:]=T[i,:] 

    return Tc 

 

 

def ecarts(C,Co): 

    k = len(C) 

    Le = [ ] 

    for i in range(k): 

        Le.append( distance(C[i],Co[i]) ) 

    return Le 
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3.6 Algorithme des k-moyennes 

Cet algorithme est simplifié et ne gère pas le calcul aléatoire des centroïdes initiaux C passés en arguments. 
On retiendra la condition de bouclage conditionnelles tant que  

• l'écart maximal  entre les centroïdes, d'une itération à l'autre, est supérieur à e et 

• le nombre d'itérations maximal n'est pas atteint. 

 
def k_moy( X , C , max_iter , tol ) : 
    N=len(X) 
    k =len(C) 
    e=tol*2 
    n_iter=0 
    while e>1e-4 and n_iter < max_iter : 
        distances = np.zeros((N, k), float) 
        y = np.zeros((N), int) 
        for i in range(N) : 
            for j in range(k): 
                distances[i,j] = distance(X[i],C[j]) 
            y[i]= mini(distances[i]) 
        Co = copie(C) 
        C = barycentres(X,y,k) 
        e = max(ecarts(Co,C)) 
        n_iter+=1 
    return y, C 
 

yp , C =  k_moy( X, Co, 300, 1e-4 ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Références :  
Introduction au Machine Learning – Chloé-Agathe Azencott – Edition Dunod 
Informatique Tronc Commun – T. Audibert et A.Oussalah – Edition Ellipses 

ITC - D.Defauchy /  http://www.cpge-sii.com/informatique/itc2/ 
http://xpessoles-cpge.fr/  

 


